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空间圆姿态识别二义性的角度约束消除

魏振忠，赵　征，张广军

（北京航空航天大学 精密光机电一体化技术教育部重点实验室，北京１００１９１）

摘要：为了消除视觉测量中单个圆姿态识别中存在二义性的问题，提出了一种基于空间角度约束消除二义性的方法，并

且对姿态求解算法进行了误差分析，为准确进行姿态估算给出了指导性的实验结果。在摄像机已标定的前提下，根据圆

特征在图像上的投影椭圆曲线确定了圆心位置和圆平面姿态参数，计算结果存在二义性；利用欧式空间中的角度不变

量，识别出圆平面的真实姿态参数，同时确定圆心的真实位置；最后，根据误差传播理论对基于单圆特征的位姿估计算法

进行了精度分析。实验结果表明，圆平面姿态角的测量绝对误差在０．２°以内，圆心的定位误差为０．５％，根据圆平面的

位姿参数计算的共面直线的距离误差为０．８％。该方法能够准确地识别圆平面的位置和姿态，计算过程简单，结果稳定

可靠且具有较高的精度。
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１　引　言

　　在机器视觉测量中，空间物体的姿态测量是

指在摄像机已标定的条件下，通过空间三维基元

（如点和直线等）与图像二维基元之间的对应关

系，求得摄像机坐标系与物体坐标系之间的刚体

变换关系［１］。

圆是物体的基本几何形状，在许多自然景物

和人造物体中大量存在，如各种工件、零部件的定

位孔等。基于单个圆进行空间位姿测量的视觉检

测技术，综合运用了电子学，光电探测，图像处理

和计算机技术，实现对物体的空间定位，具有非接

触，速度快，柔性好以及自动化程度高等优点，具

有广泛而重要的应用前景，在摄像机标定、姿态定

位、图像矫正等方面都有广泛的应用［２４］。

利用单个圆特征进行姿态计算，存在二义

性［５６］，在没有其它约束的条件下，由单个圆的投

影曲线不能确定真实的空间圆姿态信息。本文讨

论了在最少场景信息的条件下，通过几何约束消

除利用圆特征进行姿态计算中存在的二义性问

题。首先根据圆投影曲线进行姿态定位，在此基

础上，利用已知的空间角度约束，确定真实的位姿

参数；若空间角度约束未知，那么通过同一场景的

多幅图像，根据欧式空间中角度不变性确定真实

的姿态参数。

２　基于角度约束的姿态识别二义性

消除方法

２．１　基于单个圆投影的姿态定位方法

不失一般性，所有的讨论均以摄像机已标定

的基础上，所有的图像点坐标都可以转化到归一

化焦距平面上，对应的摄像机焦距犳 ＝１，计算结

果中所有的长度均以犳为单位。

利用单幅图像的投影圆可计算得到空间圆圆

心坐标和所在平面的法向量［５］，计算过程简单，并

可得到圆心坐标和平面法向量的解析解，但姿态

计算结果存在二义性；若空间圆半径未知，计算的

圆心坐标与真实的圆心坐标在相差一个比例因子

的条件下相等。

２．２　基于角度约束消除姿态二义性

如图１所示，设由投影椭圆计算得到的空间

圆平面的法向矢量为狀１＝（犽１，犾１，犿１）
Ｔ、狀２＝（犽２，

犾２，犿２）
Ｔ，圆心坐标分别为犆１＝（犡ｃ１，犢ｃ１，犣ｃ１）

Ｔ、

犆２＝（犡ｃ２，犢ｃ２，犣ｃ２）
Ｔ，狀１ 与犆１ 决定了三维空间中

的平面π１，同理得到π２；设真实的法向矢量为狀１；

共面直线犔１、犔２ 在摄像机图像平面上的投影为犾１

＝（犪１，犫１，犮１）、犾２＝（犪２，犫２，犮２），摄像机光心狅ｃ 与

犾１ 共同决定了投影平面π犔
１
，同理可得π犔

２
。

图１　共面直线约束示意图

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓｏｆｃｏｐｌａｎａｒｌｉｎｅｓａｎｄｃｉｒｃｌｅ

在摄像机坐标系狅ｃ狓ｃ狔ｃ狕ｃ下，直线犾１、犾２ 的

表达式分别为：

犾１：
犪１犡犮＋犫１犢ｃ＋犮１＝０

犣ｃ＝
｛

犳
， （１）

犾２：
犪２犡ｃ＋犫２犢ｃ＋犮２＝０

犣ｃ＝
｛

犳
， （２）

其中犳为摄像机焦距。

由狅ｃ与犾１、犾２ 可得π犔
１
与π犔

２
的表达式为：

π犔
１
：犪１犡ｃ＋犫１犢ｃ＋

犮１

犳
犣ｃ＝０， （３）

π犔
２
：犪２犡ｃ＋犫２犢ｃ＋

犮２

犳
犣ｃ＝０， （４）

根据单个投影圆计算的位置和姿态为狀１，

犆１，由此可确定平面π１：

π１：犽１（犡ｃ－犡犮１）＋犾１（犢ｃ－犢ｃ１）＋犿１（犣ｃ－犣ｃ１）＝０，

（５）

根据（３）（４）（５），可求得各平面之间的交线为

犔１－１、犔２－１：
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　　犔１－１：
犖１犡ｃ－犫１狑１

犔１
＝
犖１犢ｃ＋犪１狑１

犕１
＝犣ｃ，（６）

　　犔２－１：
犖２犡ｃ－犫２狑２

犔２
＝
犖２犢ｃ＋犪２狑２

犕２
＝犣ｃ，（７）

其中：

犱１＝（犔１，犕１，犖１）＝（
犫１ 犮１

犾１ 犿１
，
犮１ 犪１

犿１ 犽１
，
犪１ 犫１

犽１ 犾１
）

狑１＝－犽１犡ｃ１－犾１犢ｃ１－犿１犣ｃ１

犱２＝（犔２，犕２，犖２）＝（
犫２ 犮２

犾１ 犿１
，
犮２ 犪２

犿１ 犽１
，
犪２ 犫１

犽１ 犾１
）

狑２＝－犽１犡ｃ１－犾１犢ｃ１－犿１犣ｃ１

根据（６）（７）可以计算三维空间直线对犔１－１、

犔２－１之间的夹角：

απ１＝ｃｏｓ
－１（ ｄｏｔ（犱１，犱２）

‖犱１‖‖犱２‖
）， （８）

同理，对于狀２，犆２ 也可计算得到犔１－２、犔２－２之间的

夹角：

απ２＝ｃｏｓ
－１（ ｄｏｔ（犱１，犱２）

‖犱１‖‖犱２‖
）， （９）

设空间中两直线间的真实夹角为α０，则有：

‖απ１－α０‖＝０

‖απ２－α０‖≠
｛ ０

． （１０）

由式（１０）可知，若α０ 已知，则通过一幅图像

则可判断出空间圆姿态的真实值；若α０ 未知，则

需要摄像机从不同的角度拍摄第二幅图像，在欧

氏空间中直线的角度保持不变：

απ１＿狆１＝απ１＿狆２＝α０

απ２＿狆１≠απ２＿狆
｛

２

， （１１）

其中，απ１＿狆犻（犻＝１，２）代表的是两次成像后解

算的空间直线参数。因此，由（１１）可确定圆平面

的真实姿态参数。

综上，通过与圆共面的直线约束，利用欧氏空

间中的角度不变性可消除基于单圆的位姿解算中

存在的二义性问题。

３　单圆姿态测量误差分析

　　如图２定义空间圆所在平面的姿态角。设狀

为三维空间中圆所在平面的法向矢量，在坐标系

狅狓狔狕下，狀对应的姿态角为俯仰角和方位角θ。

俯仰角θ定义为法向量狀与狓狅狔 平面的夹角，取

值范围为［－π／２，π／２］，方位角θ定义为狀在狓狅狔

上的投影狀ｐ与狓轴正向的夹角，取值范围为［０，

２π］。

图２　姿态角定义

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｐｏｓｅａｎｇｌｅ

空间圆在图像平面上的投影为椭圆，可由由

椭圆圆心坐标狓ｅｃ、狔ｅｃ，椭圆度犃（椭圆长短轴之

比），以及椭圆短轴与坐标系犡 轴正向的夹角γ

来表示。

由２．１可知，空间圆所在平面的姿态角参数

（，θ）可由已标定的摄像机图像平面上的投影椭

圆直接求取，其函数表达式为：

狔（，θ）＝犳（狓１，狓２，狓３，狓４）， （１２）

其中，狔（，θ）表示圆平面的姿态角，狓１、狓２、

狓３、狓４ 分别代表摄像机图像平面上椭圆的圆心坐

标狓ｅｃ、狔ｅｃ，椭圆度犃（椭圆长短轴之比），以及椭圆

短轴与摄像机图像坐标系狓犐 轴正向的夹角γ。

假定狓犻（犻＝１，２，３，４）独立的受高斯噪声影

响，且噪声的均值向量为珟μ，方差向量为珘σ
２：

　　　
珟μ＝［０　０　０　０］

Ｔ

珘σ
２＝［σ

２
狓
１
狓
１
　σ

２
狓
２
狓
２
　σ

２
狓
３
狓
３
　σ

２
狓
４
狓
４
］｛ Ｔ
， （１３）

根据误差传播定律：

珟犆＝珘犑珟Λ珘犑
Ｔ， （１４）

其中，珘犑＝


狓１


狓２


狓３


狓４

θ
狓１

θ
狓２

θ
狓３

θ
狓

熿

燀

燄

燅４

，称为Ｊａｃｏｂｉ

ａｎ矩阵，珟犆为平面的姿态参数（，θ）的协方差矩

阵，珟Λ为椭圆参数（狓ｅｃ，狔ｅｃ，犃，γ）的噪声的协方差

矩阵。Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵中的各偏微分项可由式（１２）

的差分方程来近似求取［７］。取（１４）中主对角元素

上的值，可得：

σ
２
 ＝∑

４

犻＝１

犕狓犻σ
２
狓犻 ＝σ

２犕

σ
２
θ ＝∑

４

犻＝１

犕θ狓犻σ
２
狓犻 ＝σ

２犕

烅

烄

烆
θ

， （１５）

其中犕狓犻、犕
θ
狓犻
为相对于姿态参数、θ的图像

椭圆参数的噪声放大倍数，其绝对值越大，说明由

图像椭圆参数狓犻（犻＝１，２，３，４）的噪声引起的姿态
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参数的噪声越大。

图３、图４分别给出了当圆平面处于的不同

姿态角时，犕狓犻、犕
θ
狓犻
的变化趋势。图中，狓轴为俯

仰角，变化范围为［０，π／２］，狔轴为方位角，变化范

围为［０，２π］，狕轴为误差放大倍数。

图３　相对于俯仰角，图像椭圆参数的误差放大倍数

Ｆｉｇ．３　Ａｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｅｌｌｉｐｓｅｐａｒａｍｅｔｅｒｎｏｉｓｅｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｐｉｔｃｈａｎｇｌｅ

图４　相对于方位角，图像椭圆参数的误差放大倍数

Ｆｉｇ．４　Ａｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｅｌｌｉｐｓｅｐａｒａｍｅｔｅｒｎｏｉｓｅｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏａｚｉｍｕｔｈａｎｇｌｅ

由图３、图４可知随着、θ的变化，犕犃 的变

化范围远远大于犕
γ、犕


狓
ｃ
、犕狔ｃ，因此图像椭圆的

椭圆度的误差会对计算结果产生最大的影响，是

影响姿态计算精度的主要因素。俯仰角越接近

９０°，犕犃 的变化幅度越大；当俯仰角较小时，偏航

角θ的变化对姿态计算结果没有作用，当俯仰角

较大且接近于９０°时，偏航角的误差才会对姿态

计算精度产生影响。综上：

（１）空间圆平面的姿态角计算精度主要由图

像投影椭圆的椭圆度犃影响，投影椭圆其它参数

对于姿态角的影响较小；

（２）圆平面的俯仰角较小时，投影椭圆各参

数的误差放大倍数均较小，此时的姿态角计算精

度较高，说明算法在此时的稳定性高；随着俯仰角

的增大，计算误差增大，算法的稳定性降低。

４　实验结果和误差分析

４．１　仿真实验结果

通过仿真实验，确定在有噪声的情况下，基于

单个圆进行姿态计算的精度。数字摄像机的焦距

为８ｍｍ，ＣＣＤ成像大小为７６８×５７６，圆半径为

５０ｍｍ，实验中为投影椭圆的边缘点加入均方差

为的高斯白噪声，每一组实验均重复２００此以消

除噪声随机性对结果的影响。

实验结果为计算值与真实值的 ＲＭＳ误差，

定义为：

ＲＭＳ＝
∑
狀

犻＝１

（ｐｏｓｅ＿ｃａｌ－ｐｏｓｅ＿ｓｅｔ）
２

槡 狀

其中：ｐｏｓｅ＿ｃａｌ代表由投影曲线计算得到的

姿态参数，ｐｏｓｅ＿ｓｅｔ是设定的姿态参数。

图５、图６显示了圆平面处于不同姿态时，计

算结果的绝对误差，图中，狓轴为俯仰角，变化范

围为［０，π／２］，狔轴为方位角，变化范围为［０，２π］，

狕轴为姿态计算的绝对值。由图可见，当圆平面

的俯仰角接近９０°时，姿态角的误差快速增加，在

俯仰角较小的时候（小于６０°），姿态角的精度保

持在０．２°以内，圆平面方位角变化对结果影响不

大；数字仿真结果与第３节中的误差分析结论保

持一致。数字仿真实验的结果仅给出了圆平面的

姿态对于计算精度的影响趋势，而非求取摄像机

图５　姿态角变化时，俯仰角的绝对误差

Ｆｉｇ．５　Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆｃａｌｃｕｌａｔｅｄｐｉｔｃｈａｎｇｌｅｗｉｔｈ

ｖａｒｙｉｎｇｐｏｓｅａｎｇｌｅｓ

８８６ 　　　　　光学　精密工程　　　　　 第１８卷　



的最优视角。图７表示，当圆平面姿态固定时（俯

仰角，方位角均为４５°），圆心与光心距离变化时，

姿态角的绝对误差，随着距离的增加，误差增大，

这是由于成像椭圆的大小减小，噪声大小相等的

情况下对椭圆度参数影响增强，从而降低了姿态

角的计算精度。

图６　姿态角变化时，方位角的绝对误差

Ｆｉｇ．６　Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆｃａｌｃｕｌａｔｅｄａｚｉｍｕｔｈａｎｇｌｅ

ｗｉｔｈｖａｒｙｉｎｇｐｏｓｅａｎｇｌｅｓ

图７　圆心距离变化时，姿态角的绝对误差

Ｆｉｇ．７　Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆｃａｌｃｕｌａｔｅｄｐｏｓｅａｎｇｌｅｗｉｔｈ

ｖａｒｙｉｎｇｄｉｓｔａｎｃｅ

４．２　真实图像实验

实验所用的传感器由 Ｍｉｎｔｒｏｎ４６８ｐ工业

ＣＣＤ和８ｍｍ 镜头组成，图像分辨率为７６８×

５７６。传感器可事先标定
［８］，标定得到摄像机的内

部参数矩阵为：

犃＝

１３１４．５６７ ０ ３９０．０８９

０ １３１２．１４５ ３４０．６２８

熿

燀

燄

燅０ ０ １

．

镜头畸变系数：犽ｃ＝［－０．２４４，０．３６６］

如图８所示，图像边缘点由Ｃａｎｎｙ算子
［９］检

测获得，并利用插值法求得其亚像素坐标，图像椭

圆和直线特征可由类似于文献［１０］的方法从背景

中分割开来，并通过最小二乘法获得其特征参数。

图８中，（ａ）、（ｃ）两幅图像对应于相同的位置姿态

参数，（ｂ）、（ｄ）两幅图像的位置姿态参数相同。

利用（ｃ）、（ｄ）两幅图像中的单圆和共面直线可确

定圆平面的姿态和圆心的坐标，结果见表１。由

表１可知，两幅图像中α１≠α３、α２＝α４，因此可判

定真实的空间圆位姿参数在两幅图中为α２、α４ 对

应的位姿参数，即（狀２，狋２）和（狀４，狋４）。利用（ａ）、

（ｃ）两幅图像中的棋盘角点，同样可以计算出计算

机屏幕的姿态和位置，以此作为基准值，将单圆位

姿计算结果与之进行比较，姿态角误差在０．２°以

内，圆心定位相对误差为０．５％。

（ａ）位置１角点特征　　（ｂ）位置２角点特征

（ａ）Ｃｈｅｓｓｂｏａｒｄｆｅａｔｕｒｅ　　（ｂ）Ｃｈｅｓｓｂｏａｒｄｆｅａｔｕｒｅ

ａｔｐｏｓｅ１ ａｔｐｏｓｅ２

（ｃ）位置１圆特征　　（ｄ）位置２圆特征

（ｃ）Ｃｉｒｃｌｅｆｅａｔｕｒｅａｔｐｏｓｅ１　（ｄ）Ｃｉｒｃｌｅｆｅａｔｕｒｅａｔｐｏｓｅ２

图８　真实图像示意图

Ｆｉｇ．８　Ｒｅａｌｉｍａｇｅｓ

表１　单圆位姿计算结果

Ｔａｂ．１　Ｐｏｓｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｓｉｎｇｌｅｃｉｒｃｌｅ

编号 位姿参数计算结果 空间直线对夹角

位置１

狀１＝（－０．２５６，－０．０２８，０．９６６）

狋１＝（－２７．６１１，－２４１．４６９，３０５６．８１３）

狀２＝（０．２３８，－０．１２４，０．９６３）

狋２＝（－３１．１２４，－２４０．７８５，３０５６．８３３）

α１＝９２．２８８°

α２＝８９．８７５°

位置２

狀３＝（－０．７５５，－０．０２９，０．６５５）

狋３＝（－７７．９７４，－２８４．９９４）

狀４＝（０．７２１，－０．０９０，０．６８７）

狋４＝（－８４．９０７，－２８４．７１１，３２１３．９１２）

α３＝８２．９７２°

α４＝９０．１０２°
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表２　标定结果与测量结果

Ｔａｂ．２　Ｐｏｓｅｓｆｒｏｍｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

标定结果 测量结果

法向量 姿态角 平移向量 法向量 姿态角 平移向量

位置１

０．２３６

－０．１２７

烄

烆

烌

烎０．９６３

＝７４．３６５°

θ＝３３１．７１°

－３５．３８０

－２４３．９１７

烄

烆

烌

烎３０３９．５６０

０．２３８

－０．１２４

烄

烆

烌

烎０．９６３

＝７４．３６５°

θ＝３３２．４８°

－３１．１２４

－２４９．７８５

烄

烆

烌

烎３０５６．８３３

位置２

０．７１９

－０．０９１

烄

烆

烌

烎０．６８９

＝４３．５５１°

θ＝３５２．７９°

－８９．１１８

－２８７．６８５

烄

烆

烌

烎３１９６．５７８

０．７２１

－０．０９

烄

烆

烌

烎０．６８７

＝４３．３９３°

θ＝３５２．８８°

－８４．９０７

－２８４．７１１

烄

烆

烌

烎３２３１．９１２

表３　空间直线距离

Ｔａｂ．３　Ｄｉｓｔａｎｃｅｓｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｌｉｎｅｓ

直线对编号
位置１ 位置２

测量值／ｐｉｘｅｌ 绝对误差／ｐｉｘｅｌ 相对误差 测量值／ｐｉｘｅｌ 绝对误差／ｐｉｘｅｌ 相对误差

１、２ ６０４．９８ ４．９８ ０．８３％ ６０４．８２ ４．８２ ０．８０％

２、３ ６０３．７２ ３．７２ ０．６２％ ６０３．４１ ３．４１ ０．５６％

３、４ ６０３．９９ ３．９９ ０．６６％ ６０５．０９ ５．０９ ０．８５％

４、５ ６０４．５５ ４．５５ ０．７６％ ６０４．５ ４．５ ０．７５％

　　根据测量结果所获得的圆平面的法向量和圆

心的坐标值，求得图像上的白色方块的４个边长，

并与真实值进行比较。真实的白色方块边长为

６００ｐｉｘｅｌ。分别求得位置１、２处对应空间直线之

间的距离。由表３可得，恢复的空间直线长度具有

较好的精度，也证实了二义性消除方法切实可行。

另外，姿态角误差主要源于如下两个方面：（１）

摄像机内部参数的标定误差；（２）图像平面上椭圆

参数的拟合误差。本文的实验中采用的标定靶标

是由计算机生成的数字图像，采用这种方式的优点

在于：（１）可以灵活的生成各种标定特征，如棋盘

点，光条，圆孔等，也可自由的生成用于算法验证的

各种测量图案，如文中的圆，方块等；（２）避免了加

工高精度靶标的成本开销。主要缺点是显示器的

像素尺寸加工精度不高，显示器的分辨率有限，因

此在显示器上生成的图像特征的精度要低于通过

机械加工的靶标的精度。但是通过使用这种柔性

靶标的方法可以方便快捷的进行算法的有效性验

证。因此若对测量精度有较高要求时，推荐采用高

精度的靶标，以提高测量的精度。

５　结　论

　　本文提出了一种在已知摄像机内部参数的情

况下，仅利用场景中一个圆和共面的直线对，基于

欧氏空间中的角度不变量，唯一确定空间圆所在

平面的姿态和位置参数，且对与圆平面上的共面

直线对没有任何约束的方法。交于传统的基于点

对应和直线对应进行姿态定位的方法，基于圆进

行位姿定位在识别，特征匹配，抗遮挡等方面具有

明显的优势，不仅需要的特征数量较少，且不需要

复杂的数学计算。但是，位姿计算结果对于图像

椭圆和直线的拟合精度有较高要求，因此提高图

像特征点的提取精度并采用鲁棒性好，精度高的

拟合算法对于本算法具有重要的意义。实验结果

表明：二义性消除算法能够准确地确定真实的姿

态参数，姿态角绝对误差在０．２°以内，圆心定位

误差为 ０．５％，重构的空间直线距离误差为

０．８％。实验结果有效地证实了算法的准确性，表

明了算法具有良好的稳定性和精度。
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